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Recent works
身体の前後への注意

衝突時間推定
接近音の初期視覚促進
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ASDとパーソナルスペース，
音の距離知覚

音の身体性

おーい



午後の流れと到達目標
1. lm()関数で線形モデルを使おう
• 量的変数を説明変数とした線形モデル：回帰
• 質的変数を説明変数とした線形モデル：分散分析，t検定
• 量的変数と質的変数を説明変数とした線形モデル

2. glm()関数で一般化線形モデルを使おう
• ポアソン分布，二項分布にしたがうデータを分析する
• 確率分布とリンク関数の指定
• 結果の解釈



Rで線形モデル



パッケージのインストールと読み込み
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lインストールして使うパッケージと関数
ütidyverse

• データフレーム操作やグラフ描画に色々な関数を使います（詳しくは前回のWS）
ücar

• 主効果・交互作用の検定を行うAnova()関数を使います
ümultcomp

• 多重比較を行うglht()関数を使います
üemmeans

• 多重比較を行うemmeans()関数を使います
üfaraway

• ポアソン回帰のためのデータフレームgalaを使います

lパッケージをインストールせずに使えるデフォルト関数
ü lm()関数：線形モデルを記述してパラメータの推定をします
üglm()関数：同じく一般化線形モデルを扱います
üsummary()関数：データフレームやモデルを要約します
üView()関数，head()関数：データフレームを表示します



応答変数と説明変数
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lデータフレームiris
ü3種のアヤメ50個体ずつの花びらと
ガクの長さと幅を測定したデータ

ü150行，5列

ü種（Species）が質的変数
üその他は量的変数



説明変数が量的変数1つの線形モデル



Petal.Lengthをx軸，Petal.Widthをy軸にした
散布図と回帰直線
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応答変数と説明変数
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l応答変数
• 変動に興味のある変数
• Y軸：Petal.Width

l説明変数
• その値の変動とともに応答変数が
変動することが想定される変数
• X軸：Petal.Length

説明変数(x)の変動に伴う
応答変数(y)の変動をグラフで表現する
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l線形モデル
𝑦 = 𝛽! + 𝛽"𝑥
• y：予測値

üxがある値をとる時のyの値

• 𝛽!：切片
ü xが0のときの予測値

• 𝛽"：傾き
üxが1大きくなった時の予測値の変化量

回帰直線をモデルで表現
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l線形モデル
𝑦 = 𝛽! + 𝛽"𝑥

回帰直線をモデルで表現

lRのlm()関数を使った記法

データフレームの名前
応答変数 ~ 説明変数
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モデルのパラメータを推定する
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これをRStudioのConsoleに打つと↓

𝒚 = −𝟎. 𝟑𝟔 + 𝟎. 𝟒𝟐𝒙



l統計モデル：応答変数の変動を数理モデルで表現したもの
üどのモデルがデータをよく説明する？

同じデータに複数の統計モデルを想定できる
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ü xモデル
• xの値に関わらず予測値は一定
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ü 切片モデル
• xの値によらず予測値は一定



l切片モデルは，xモデルの特殊ケース
üxモデルにおいて，𝜷𝟏 = 𝟎となる場合
ü切片モデルはxモデルにネストされている

ü回帰直線を表す数式
• xモデル：𝑦 = 𝛽" + 𝛽#𝑥
• 切片モデル： 𝑦 = 𝛽$"

üパラメータの個数
• xモデル：2つ
• 切片モデル：1つ（1はintercept）
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xモデル：𝑦 = 𝛽. + 𝛽/𝑥

切片モデル： 𝑦 = 𝛽0.

統計モデルの関係：ネスト



lモデル選択（今回は扱いません）
ü「モデルの予測の良さ」を評価する
• AIC（赤池情報量規準）などモデル選択基準をもとに評価

l仮説検定
ü説明変数を追加することによる「あてはまりの良さの改善」を評価する
• p値をもとに評価
• あてはまりの良さの指標：残差平方和，尤度など

モデルの評価：仮説検定とモデル選択
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l残差平方和（残差の二乗の総和）が
最小になるような切片・傾きを推定
ü残差：モデル予測値と実測値の差

l残差平方和が小さくなるモデルが
データによく当てはまっていそう
ü説明変数を加えたモデルは，元のモデ
ルよりも必ず残差平方和が小さくなる

最小二乗法によるパラメータ推定
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l説明変数を加えると残差平方和は小さくなる
ü説明変数を加えることによる残差平方和の減少が，帰無仮説が正しい場合に
滅多に見られないものなのかどうかを評価

あてはまりの良さの改善を評価する
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モデル1 モデル2
説明変数の個数 3 2
パラメータの個数 6 4
残差平⽅和 10.68 12.19

説明変数を1つ追加したことによる
残差平方和の減少

（あてはまりの良さの改善）

標本分布

よくある？
めったにな

い？

今回の
サンプル

あてはまりの良さ
の改善



l説明変数を加えたxモデルの残差平方和は，切片モデルよりも
小さくなるか？
üF検定
ü帰無仮説「説明変数の追加によって残差平方和は減少しない」
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ü xモデル
• xの値に関わらず予測値は一定
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ü 切片モデル
• xの値によらず予測値は一定



lcarパッケージのAnova()関数
ü第一引数：説明変数を加えたxモデルのfittedオブジェクト
ü第二引数：検定統計量であるF値を指定（test = “F”）

単回帰における仮説検定：F検定
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Anova()関数のデフォルトはタイプⅡ平方和

モデルの残差平方和

説明変数を加える
ことで減った
残差平方和
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モデルの決定係数
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𝒚 = −𝟎. 𝟑𝟔 + 𝟎. 𝟒𝟐𝒙

モデルの決定係数：切片モデルと比較して，残差平方和が減少した割合



lcarパッケージのAnova()関数
ü第一引数：説明変数を加えたxモデルのfittedオブジェクト
ü第二引数：検定統計量であるF値を指定（test = “F”）

単回帰における仮説検定：F検定
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自由度，F値，p値



単回帰における仮説検定：F検定

23

l F検定の結果，説明変数Petal.Lengthの値によって応答変数Petal.Widthの
値が有意に変化した（F(1, 148) = 1882.5, p < .001）



説明変数が量的変数2つの線形モデル



l重回帰分析（Multiple regression）
ü説明変数が複数の連続変数である場合の線形回帰
üSepal.Widthの値はSepal.LengthとPetal.Lengthで変わるか？

重回帰分析を線形モデルで表現
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重回帰分析を線形モデルで表現
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𝑦 = 1.51 + 0.469 ∗ 𝐒𝐞𝐩𝐚𝐥. 𝐋𝐞𝐧𝐠𝐭𝐡 − 0.429 ∗ 𝐏𝐞𝐭𝐚𝐥. 𝐋𝐞𝐧𝐠𝐭𝐡
+0.018 ∗ 𝐒𝐞𝐩𝐚𝐥. 𝐋𝐞𝐧𝐠𝐭𝐡 ∗ 𝐏𝐞𝐭𝐚𝐥. 𝐋𝐞𝐧𝐠𝐭𝐡

主効果の項
交互作用の項



l線形モデルをcar::Anova()関数に渡して同様に検定ができる
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ü Sepal.Lengthの主効果が有意（F(1, 146) = 73.623, p < .001）
ü Petal.Lengthの主効果が有意（F(1, 146) = 119.423, p < .001）
ü 交互作用は非有意（F(1, 146) = 0.674, p = .41）

重回帰分析を線形モデルで表現



説明変数が質的変数1つの線形モデル



lirisのSepal.Lengthの平均値を種間比較
ü一要因参加者間計画の分散分析
ü説明変数Speciesは質的変数

• 3水準：setosa，versicolor，virginica

分散分析を線形モデルで考える
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lsummary()関数でパラメータの推定値を確認
ü質的変数による予測値の変動をどう数式で表現する？
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分散分析を線形モデルで考える

切片

傾き



lダミー変数を用いて各水準の予測値を表現
ü𝑑!"#$%&'('#
• 観測値がversicolorなら1，それ以外なら0

ü𝑑!%#)%*%&+
• 観測値がvirginicaなら1，それ以外なら0

ü観測値がsetosaなら，どちらのダミー変数も0

※最も若い名前の水準の予測値が切片になる
ü irisのSpeciesでは，setosaが一番若い
üsetosaを基準として，水準ごとにどう変わるかを表現 31

分散分析を線形モデルで考える
𝐲 = 𝟓. 𝟎𝟏 + 𝟎. 𝟗𝟑 ∗ 𝒅𝒗𝒆𝒓𝒔𝒊𝒄𝒐𝒍𝒐𝒓 + 𝟏. 𝟓𝟖 ∗ 𝒅𝒗𝒊𝒓𝒈𝒊𝒏𝒊𝒄𝒂



説明変数が質的変数の場合のsummary()出力
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𝑦 = 5.01 + 0.93 ∗ 𝑑!"#$%&'('# + 1.58 ∗ 𝑑!%#)%*%&+

lダミー変数によって，説明変数が質的変数の場合の予測値も数式で表現できる
•Speciesがsetosaのとき：

𝑦 = 5.01 + 0.93 ∗ 0 + 1.58 ∗ 0 = 5.01
•Speciesがversicolorのとき：

𝑦 = 5.01 + 0.93 ∗ 1 + 1.58 ∗ 0 = 5.94
•Speciesがvirginicaのとき：

𝑦 = 5.01 + 0.93 ∗ 0 + 1.58 ∗ 1 = 6.59



lsummary()出力を読み解くコツ
üまず，切片に相当する水準を考える：最も名前が若い水準

ü傾きは，切片の水準から別の水準に変化したときの予測値の変化量
• 切片の水準はsetosa：5.01
• 水準がsetosaからversicolorに変化すると，5.01+0.93
• 水準setosaからvirginicaに変化すると，5.01+1.58

説明変数が質的変数の場合のsummary()出力
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𝑦 = 5.01 + 0.93 ∗ 𝑑!"#$%&'('# + 1.58 ∗ 𝑑!%#)%*%&+



llm()関数とcar::Anova()関数で，分散分析と同一の分析ができる
ü lm()関数でfittedオブジェクトを作成
ücarパッケージのAnova()関数に投入
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分散分析を線形モデルで考える



lirisのsetosaとvirginicaのSepal.Lengthの平均値を比較
ü1要因2水準の参加者間計画 ⇒ t検定のかたち

36

t検定を線形モデルで考える
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t検定を線形モデルで考える
• tidyverseパッケージを読み込み
• tidyverseのfilter()関数と%>%（パイプ演算子）を使って，irisから
Speciesがversicolorでないものだけを抽出してiris2というデータフ
レームに格納

• lm()関数で線形モデルを記述
• モデルの要約



lirisのsetosaとvirginicaのSepal.Lengthの平均値を比較
ü1要因2水準の参加者間計画 ⇒ t検定のかたち

üAnova()関数でF検定
• あくまで線形モデルの枠組み
• t値ではなく，F値が検定統計量
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t検定を線形モデルで考える



説明変数が質的変数2つの線形モデル



ToothGrowth：モルモットの歯の長さデータ
lモルモット60個体のデータ

ü len ：歯の長さ
üsupp：ビタミンC（VC），オレンジジュース（OJ）の2水準
üdose：0.5，1.0，2.0 mgの3水準

llenの平均値をsuppおよびdoseで比較

40



llenの平均値をsuppおよびdoseで比較
二要因の線形モデル：主効果+交互作用
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• ToothGrowthのdoseを文字列型に変換して
dose_cとしたデータフレーム”TG_chr”を作成

• TG_chrを使った線形モデルをlm()で記述
ü 二要因の主効果と交互作用

• モデルの要約

l 主効果と交互作用の記法
ü len ~ supp
ü len ~ supp + dose

ü len ~ supp:dose

ü len ~ supp+dose+supp:dose
ü len ~ supp*dose

suppの主効果
suppとdoseの主効果

suppとdoseの交互作用

suppの主効果，doseの主効果，交互作用



ly：応答変数lenの予測値
l切片の水準：supp=OJかつdose=0.5
l全水準を表現するためのダミー変数

• suppVC：suppがOJ->VCのとき1
• dose1：doseが0.5->1のとき1
• dose2：doseが0.5->2のとき1

42

𝑦 = 13.23 − 5.25 ∗ 𝑑$,--./
+ 9.47 ∗ 𝑑0'$"1
+12.83 ∗ 𝑑0'$"2
− 0.68 ∗ 𝑑$,--./ ∗ 𝑑0'$"1
+ 5.33 ∗ 𝑑$,--./ ∗ 𝑑0'$"2

二要因の線形モデル：主効果+交互作用



ToothGrowth：モルモットの歯の長さデータ
llenの平均値をsuppおよびdoseで比較

ü lm()で作ったモデルをAnova()関数に投入
üsuppの主効果，doseの主効果，supp:doseの交互作用

43



説明変数が
質的変数と量的変数の線形モデル



質的変数+量的変数：共分散分析
• irisのSepal.Widthの値は，SpeciesとSepal.Lengthによって変わるか？

üSpecies：質的変数（3水準），Sepal.Length：量的変数（共変量）
ü散布図と，Speciesごとに層別化した回帰直線
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共分散分析を線形モデルで表現する

46

𝑦 = −0.57
+0.80 ∗ 𝑥
+1.44 ∗ 𝑑!"#$%&'('#
+2.02 ∗ 𝑑!%#)%*%&+
−0.48 ∗ 𝑥 ∗ 𝑑!"#$%&'('#
−0.57 ∗ 𝑥 ∗ 𝑑!%#)%*%&+



lSpecies = setosa のとき
üダミー変数は𝑑#$%&'()*)%も𝑑#'%+','(-も0をとる
𝑦 = −𝟎. 𝟓𝟕 + 𝟎. 𝟖𝟎𝐱

lSpecies = versicolor のとき
𝑦 = −0.57 + 0.80 ∗ 𝑥 + 1.44 − 0.48 ∗ 𝑥 = 𝟎. 𝟖𝟕 + 𝟎. 𝟑𝟏𝐱

lSpecies = virginica のとき
𝑦 = −0.57 + 0.80 ∗ 𝑥 + 2.02 − 0.57 ∗ 𝑥 = 𝟏. 𝟒𝟓 + 𝟎. 𝟐𝟑𝐱
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𝑦 = −0.57 + 0.80 ∗ 𝑥 + 1.44 ∗ 𝑑#$%&'()*)% + 2.02 ∗ 𝑑#'%+','(- − 0.48 ∗ 𝑥 ∗ 𝑑#$%&'()*)% − 0.57 ∗ 𝑥 ∗ 𝑑#'%+','(-

共分散分析を線形モデルで表現する
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𝑦 = −0.57 + 0.80 ∗ 𝑥 + 1.44 ∗ 𝑑#$%&'()*)% + 2.02 ∗ 𝑑#'%+','(- − 0.48 ∗ 𝑥 ∗ 𝑑#$%&'()*)% − 0.57 ∗ 𝑥 ∗ 𝑑#'%+','(-

共分散分析を線形モデルで表現する

l交互作用：ある要因の影響の大きさが，他の要因の水準で変化する
üSpeciesによって切片・傾き（xの係数）が異なることが表現されている

• Species = setosa のとき
𝑦 = −0.57 + 𝟎. 𝟖𝟎 ∗ 𝒙 + 1.44 ∗ 0 + 2.02 ∗ 0 − 0.48 ∗ 𝑥 ∗ 0 − 0.57 ∗ 𝑥 ∗ 0
= −0.57 + 𝟎. 𝟖𝟎 ∗ 𝑥

• Species = versicolor のとき
𝑦 = −0.57 + 𝟎. 𝟖𝟎 ∗ 𝒙 + 1.44 ∗ 1 + 2.02 ∗ 0 − 𝟎. 𝟒𝟖 ∗ 𝒙 ∗ 𝟏 − 0.57 ∗ 𝑥 ∗ 0

= 0.87 + 𝟎. 𝟑𝟏 ∗ 𝑥

• Species = virginica のとき
𝑦 = −0.57 + 𝟎. 𝟖𝟎 ∗ 𝒙 + 1.44 ∗ 0 + 2.02 ∗ 1 − 0.48 ∗ 𝑥 ∗ 0 − 𝟎. 𝟓𝟕 ∗ 𝒙 ∗ 𝟏

= 1.45 + 𝟎. 𝟐𝟑 ∗ 𝑥



質的変数+量的変数：共分散分析

49

lモデルをcar::Anova()関数に渡して検定

ü Sepal.Lengthの主効果が有意（F(1, 144) = 64.299, p < .001）
ü Speciesの主効果が有意（F(2, 144) = 105.995, p < .001）
ü 交互作用が有意（F(2, 144) = 10.201, p < .001）



l各種分析は，線形モデルの枠組みで統一的に扱うことができる

50

説明変数が質的変数，量的変数，その両方であっても，
𝑦 = 𝛽J + 𝛽1 ∗ 𝑥 + 𝛽2 ∗ 𝑑 +⋯のかたちで予測値の変動を表現できる

回帰分析
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分散分析・t検定 共分散分析



質的変数の水準間の多重比較



lmultcompパッケージのglht()関数で多重比較が実行できる
üパッケージは使う前に読み込み

lさっき作ったモデル「m2」を使ってみよう

ü応答変数：iris$Sepal.Length
ü説明変数：iris$Species（3水準）

üAnova()関数でF検定を実施した結果，Speciesの効果が有意だった
(F(2, 147) = 119.26, p < .001)

線形モデルでも多重比較がしたい

52



l3水準はどんな関係？
ümultcomp::glht()：Tukeyの方法で総当たりの一対比較
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• 第一引数：fittedオブジェクト（モデル）
• 第二引数：linfct = mcp(multiple comparison)関数で，比較したい変数と手法を指定



lemmeansパッケージのemmeans()関数でもできる

üemmeans()関数にfittedオブジェクトを投入
ü第二引数specs = pairwise ~ 比較したい変数

線形モデルでも多重比較がしたい

54



lこの場合はモデルを使わず，pairwise.t.test()関数でもできる

ü「データフレーム名$列名」で，応答変数，説明変数を指定
üP値の補正方法を p.adjust.method = “holm”としてHolm法を適用

55



正規線形モデルから一般化線形モデルへ



統計モデルは確率論的過程を仮定

57

l統計モデルは，決定論的過程と確率論的過程を仮定している

ü決定論的過程
• 切片・傾きの推定値をもとに，
数式で表現できる (𝑦 = 𝛽! + 𝛽"𝑥)

• 説明変数の値が決まれば
予測値も一意に決まる

ü確率論的過程
• 予測値付近での観測値のばらつき方
• 予測値の値が決まっても，
具体的な観測値は決定できない

• 確率分布を用いて表現される



観測値が正規分布から得られると仮定

58

lこれまでの統計モデルは確率分布に正規分布を仮定（正規線
形モデル）

ü確率論的過程
• 観測値は正規分布に従う

ü説明変数の値における予測値が平均
ü正規分布の標準偏差は一定

• 応答変数の値は，正規分布に従って
確率的に変動する



正規線形モデル
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ü「～」は確率論的過程
ü「＝」は決定論的過程

• 𝑌：観測値
• 𝜇：正規分布の平均・予測値
• 𝜎：正規分布の標準偏差
• 𝛽!：切片
• 𝛽"など：傾き

𝑌~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙(𝜇, 𝜎)
𝜇 = 𝛽8 + 𝛽9𝑥 + 𝛽:𝑑 +⋯

確率分布

線形予測⼦

l確率分布に正規分布を仮定した統計モデル



正規線形モデル
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𝑌~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙(𝜇, 𝜎)
𝜇 = 𝛽8 + 𝛽9𝑥 + 𝛽:𝑑 +⋯

確率分布

線形予測⼦

l確率分布に正規分布を仮定した統計モデル

l観測値が正規分布から得られると仮定
• 正規分布の標準偏差は一定と仮定



正規線形モデルの限界

61

l正規分布を想定できないデータ
ü上限のないカウントデータ

• 例：釣りで釣れた魚の数
• 実測値は非負の整数
• 分布が左右非対称

ü上限のあるカウントデータ
• 例：コイントス10回中で表が出る回数
• 実測値は上限のある非負の整数
• 上限・下限に近いとき，分布が左右非対称

カウントデータなどでは，
正規分布を仮定することは不適切


