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今日の流れと到達目標
1. Rのlm()関数で線形モデルを記述しよう
• 関数に渡すデータフレームを用意する
• モデルの記法を知る
• ダミー変数を用いた質的変数の表現を理解する
• 正規線形モデルを使って分析する

2. glm()関数で一般化線形モデルを使おう
• ポアソン分布，二項分布にしたがうデータを分析する
• リンク関数
• 尤度比検定と結果の解釈



正規線形モデルの限界
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l正規分布を想定できないデータ
ü上限のないカウントデータ

• 例：釣りで釣れた魚の数
• 実測値は非負の整数
• 分布が左右非対称

ü上限のあるカウントデータ
• 例：コイントス10回中で表が出る回数
• 実測値は上限のある非負の整数
• 上限・下限に近いとき，分布が左右非対称

カウントデータなどでは，
正規分布を仮定することは不適切



l一般化線形モデル(generalized linear model：GLM)
ü正規分布以外の確率分布（ポアソン分布・二項分布・ガンマ分布など）も
利用できる

üデータの性質（非負の実数，0‒1）にあわせて線形予測子を調整
ü正規線形モデルは，GLMで正規分布を想定した特殊ケース
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⼀般化線形モデル（GLM）
正規線形モデル

• 確率分布に正規分布を仮定
• 予測値の変動を直線で表現
• 応答変数は−∞から∞の範囲をとりうる連続変数

• 正規分布以外の確率分布も想定可能
ü ポアソン分布・⼆項分布etc.

• 応答変数にカウントデータも扱える

𝑌~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙(𝜇, 𝜎)

𝜇 = 𝛽! + 𝛽" ∗ 𝑑 + 𝛽# ∗ 𝑥 + ⋯

正規分布以外も扱える線形モデルへ



ポアソン分布の一般化線形モデル
ポアソン回帰



lポアソン分布 (Poisson distribution)
üある事象が生じた回数を表す確率分布

• 上限のないカウントデータが従う分布として有名

ü観測値は非負の整数
• 1時間あたりの流れ星の回数
• ある地域の動物の数
• 1𝑘𝑚5あたりにある木の本数

• 上限はないが，小さい値が比較的出やすい

ポアソン分布
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lポアソン分布 (Poisson distribution)
ü分布の平均と分散が等しい
• 平均=分散：𝝀（ラムダ）

üパラメータλの値で形状が変わる
• 𝑌~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆)

ü𝑌：応答変数の予測値（非負の整数）
ü𝜆 ：平均および分散（非負の実数）

ü平均が大きくなると形状が正規分布に近づく

ポアソン分布
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正規線形モデルの限界②
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l予測値が直線で表現される
ü外挿していくと，予測値が－∞から∞の
範囲までの値をとる
• 正規分布の平均もー∞～∞に変化
• Petal.Widthの予測値は，
外挿していくと負の値をとりうる

lパラメータλ，観測値が非負の実数の値で
あるポアソン分布に対応できない



一般化線形モデルにおけるパラメータ推定
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lポアソン回帰モデル
ü確率分布にポアソン分布を仮定した統計モデル

• 説明変数によってポアソン分布のパラメータ𝜆 が変動
• logリンク関数で𝜆 (正の実数)と線形予測子(-∞～∞)をつなぐ

ü線形予測子zで多様なモデル構造を表現
• 質的変数も量的変数も
• 複数の説明変数・交互作用

𝑌~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆)

𝑧 = 𝛽! + 𝛽"𝑥 + 𝛽#𝑑 +⋯

確率分布
log 𝜆 = 𝑧 リンク関数

線形予測⼦



リンク関数の導入
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lリンク関数
ü線形予測子の値を確率分布のパラメータに変換する関数
üポアソン分布のパラメータの制約を満足するようなリンク関数

llogリンク関数
ü線形予測子𝑧 (-∞～∞)とポアソン分布のパラメータ𝜆 (正の実数)をつなぐ
ü対数関数なので，定義域は正の実数

𝑌~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆)

𝑧 = 𝛽! + 𝛽"𝑥 + 𝛽#𝑑 +⋯

確率分布

線形予測⼦

log 𝜆 = 𝑧 リンク関数



リンク関数の導入
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lログリンク関数の逆関数で線形予測子zをλに変換
ü対数関数の逆関数：指数関数

• 線形予測子𝑧 が ∞ に近づくとき，𝜆 も∞ に近づく
üポアソン分布の平均および分散が大きくなる

• 線形予測子𝑧 が −∞ に近づくとき，𝜆 は 0 に近づく
üポアソン分布の平均および分散が小さくなる

𝑌~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆)

𝑧 = 𝛽! + 𝛽"𝑥 + 𝛽#𝑑 +⋯

確率分布 𝝀 > 𝟎

log 𝜆 = 𝑧 リンク関数
線形予測⼦ −∞ < 𝒛 < ∞

リンク関数の逆関数𝜆 = 𝑒𝑥𝑝 𝑧



「あてはまりの良さ」が最大になるようにパラメータが推定される

l正規線形モデルにおけるあてはまりの指標
ü残差平方和

• 残差平方和が小さくなるパラメータを推定（最小二乗法）

l一般化線形モデルにおけるあてはまりの指標
ü尤度 (Likelihood)

• あるパラメータを持つ確率分布において，観測値が得られる確率
• 尤度が大きいほどデータへのあてはまりが良い
• 尤度が最も大きくなるようなパラメータを推定（最尤法）
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一般化線形モデルでのパラメータ推定



l最尤法
ü観測値から，尤度が最大になる確率分布のパラメータを推定

• 今回のデータが得られる確率が最大になるような
確率分布のパラメータを求める

• ポアソン分布のパラメータ：平均=分散 𝜆
• 二項分布のパラメータ：事象の生起確率 𝑞

l説明変数に伴う予測値（確率分布の
パラメータ）の変動は線形予測子で表現

一般化線形モデルでのパラメータ推定
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lfarawayパッケージのサンプルデータ”gala”
ü島の面積と，その島での動物種数のデータ
ü応答変数Speciesはカウントデータ（非負の整数）

• 応答変数：Species（種数）
• 説明変数：Area（島の面積）

動物種の数をポアソン回帰でモデリング
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lAreaをそのまま使うと不具合があるので，単位を㎢から㎡にして
対数変換したarea_logを説明変数にした
üデータフレーム名：gala2
ü応答変数：Species（種数）
ü説明変数：area_log（島の面積，㎡）

動物種の数をポアソン回帰でモデリング
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動物種の数をポアソン回帰でモデリング
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l一般化線形モデルはglm()関数で

ü応答変数~説明変数の記法はlm()と同じ
ü引数「family =」で確率分布とリンク関数を指定

• family = poisson(link = “log”)でポアソン回帰
• ポアソン回帰の場合はデフォルトでログリンク関数になる

llm()の正規線形モデルと同様に，summary()でパラメータ推定
lAnova()で検定も可能



動物種の数をポアソン回帰でモデリング
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lパラメータの推定結果

切⽚

傾き

𝑌~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆)

𝑧 = 𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝑑
log 𝜆 = 𝑧

𝑧 = −0.62 + 0.78𝑥



lpredict()関数にモデルを入力すると予測値を計算できる
ü引数：fittedオブジェクト
ü返り値：線形予測子のベクトル

• データフレームの各行での説明変数の値における予測値を計算
• 返り値の数値の順序は，元のデータフレームの行の順序と一致

predict()関数：予測値の計算関数
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𝑌~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆)

𝑧 = 𝛽! + 𝛽"𝑑 + 𝛽#𝑥 + 𝛽$𝑑𝑥
log 𝜆 = 𝑧



ltype = “response”オプションでGLMにも対応
üpredict(…, type = “response”)

• 引数：fittedオブジェクト
• 返り値：確率分布のパラメータのベクトル

predict()関数：予測値の計算関数
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𝑌~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆)

𝑧 = 𝛽! + 𝛽"𝑑 + 𝛽#𝑥 + 𝛽$𝑑𝑥
log 𝜆 = 𝑧



predict()関数：予測値の計算関数
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l線形予測子zをリンク関数の逆関数に投入すると，パラメータλ

𝑌~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆)

𝑧 = 𝛽6 + 𝛽7𝑥 + 𝛽5𝑑 +⋯

確率分布 𝝀 > 𝟎

log 𝜆 = 𝑧リンク関数
線形予測⼦ −∞ < 𝒛 < ∞

リンク関数の逆関数𝜆 = 𝑒𝑥𝑝 𝑧



l切片：説明変数がすべて0をとる場合の線形予測子

ü説明変数の値が0のときの線形予測子は
𝑧 = 𝛽6= -0.62

üポアソン分布のパラメータλは
𝜆 = 𝑒𝑥𝑝 𝛽6

ü𝑒𝑥𝑝 −0.62 = 0.54
ü面積が0のときの種数の予測は平均 0.54

モデルの回帰係数の解釈
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𝑌~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆)
log 𝜆 = 𝑧
𝑧 = −0.62 + 0.78𝑥



l傾き：説明変数が1大きくなったときの線形予測子の変化量

ü説明変数の値が1大きくなったときの線形予測子zの変化量：0.78
üxが1増えると，λは𝑒𝑥𝑝 0.78 倍になる

𝑒𝑥𝑝 0.78 = 2.18
ü面積が1㎡増えると，種数は2.18倍

モデルの回帰係数の解釈
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𝑌~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆)
log 𝜆 = 𝑧
𝑧 = −0.62 + 0.78𝑥



lcar::Anova()関数に，説明変数の最も多いモデルを投入
ü尤度比検定の検定統計量はカイ二乗値

Anova()で尤度比検定
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尤度比検定の結果，面積の主効果が有意であった (𝜒5 1 = 2859.1, 𝑝 < .001)。
島の面積が大きいほど動物の種数が多かった。



l対数尤度 (log likelihood)
ü尤度の対数をとった値。元の尤度の大小関係は保たれる
• モデルのあてはまりの良さを比較するとき，対数尤度が用いられる
• logLik()関数にfittedオブジェクトを投入すると対数尤度が計算できる

üAnova()出力のLR列の値は，2つのモデルの対数尤度の差分×2
• 説明変数area_logを入れたモデルは，入れないモデルより，対数尤度がこれだけ増えた
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二項分布の一般化線形モデル
ロジスティック回帰



l二項分布 (Binomial distribution)
ü二値が得られる独立試行𝑁回で，一方の値が生じた回数を表す確率分布

• 上限のあるカウントデータの分布
• 観測値は非負の整数（上限は𝑵）

ü各試行が独立であることが前提
• 前試行の結果が次の試行に影響しない（コイントス）
• 二値データ（0/1, はい/いいえ）

üある事象が起こる回数の割合を扱う場合に用いることが多い
• 10回のコイントスで表が出た回数（実際にやってみよう）
• 30人のクラスにおける女性の人数

二項分布
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l二項分布 (Binomial distribution)

ü事象が生じる確率𝑞，試行回数の上限𝑁
• 𝑌~𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙(𝑁, 𝑞)

ü𝑞 ：一方の事象が生じる確率 (0~1の実数)
ü1 − 𝑞：もう一方の事象が生じる確率(0~1の実数)
ü𝑁：試行回数の上限（非負の整数）

ü上限・下限に近付くほど，分布の形状が歪む
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二項分布



二項分布を仮定した一般化線形モデル
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lロジスティック回帰モデル
ü確率分布に二項分布を仮定した統計モデル

• 説明変数によって二項分布のパラメータ𝑞が変動
• logitリンク関数で𝑞 (o‒1)と線形予測子(-∞～∞)をつなぐ

ü線形予測子zで多様なモデルを表現

𝑌~𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙(𝑁, 𝑞)

𝑧 = 𝛽! + 𝛽"𝑥 + 𝛽#𝑑 +⋯

確率分布

線形予測⼦

𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡 𝑞 = 𝑧 リンク関数



リンク関数の導入
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l二項分布の場合は，ロジットリンク関数
ü線形予測子𝑧 (-∞～∞)と二項分布のパラメータ𝑞 (0‒1)をつなぐ
üロジット関数の定義域は0から1の実数

𝑌~𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙(𝑁, 𝑞)

𝑧 = 𝛽! + 𝛽"𝑥 + 𝛽#𝑑 +⋯

確率分布

線形予測⼦

𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡 𝑞 = 𝑧 リンク関数（ロジット関数）

https://mathwords.net/logitkansu

ロジット関数

q

z



リンク関数の導入
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lリンク関数（ロジット）の逆関数で線形予測子zをqに変換
üロジット関数の逆関数：ロジスティック関数（値域が0‒1）

• 𝑧 が ∞ に近づくとき，𝑞 は 1に近づく
ü事象の生起確率が大きくなる

• 𝑧 が −∞ に近づくとき，𝑞 は 0 に近づく
ü事象の生起確率が小さくなる

𝑧 = 𝛽; + 𝛽<𝑥 + 𝛽=𝑑 +⋯ 線形予測⼦ −∞ < 𝒛 < ∞

ロジスティック関数

𝑞 = 𝑙𝑜𝑔𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐 𝑧 =
1

1 + 𝑒𝑥𝑝(−𝑧)

𝑌~𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙(𝑁, 𝑞) 確率分布 𝟎 < 𝒒 < 𝟏

𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡 𝑞 = 𝑧 ロジット関数

https://mathwords.net/logitkansu

ロジスティック関数
q       

z



l10個の種子が発芽した数のデータseed.csv
ügermination：発芽数（上限のあるカウントデータ）
üsize：種子数 = 10
üsolar：日照条件（shade，sunshine）
ünutrition：栄養素の量（1～10の整数）

種子の発芽確率をロジスティック回帰でモデリング
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l応答変数：10個中の発芽数：cbind(分子, 分母-分子）
l説明変数：solarとnutritionの主効果および交互作用：solar*nutrition

l一般化線形モデルglm()で記述

ü引数「family =」で確率分布とリンク関数を指定
• family = binomial(link = “logit”)でロジスティック回帰
• 二項分布，ロジットリンク関数

種子の発芽確率をロジスティック回帰でモデリング
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パラメータの推定結果を確認
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lパラメータの推定結果

𝑧 = −𝟕. 𝟕9 + 3.82𝑑 + 0.69𝑥 + 0.02𝑑𝑥

𝑌~𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙(𝑁, 𝑞)

𝑧 = 𝛽6 + 𝛽7𝑑 + 𝛽5𝑥 + 𝛽8𝑑𝑥
𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡 𝑞 = 𝑧



l切片：説明変数がすべて0をとる場合の線形予測子

ü説明変数が全て0のときの線形予測子𝑧 の値は𝛽6
𝑧 = 𝛽6= -7.79

ü二項分布のパラメータ𝑞は，ロジスティック関数に従い
ü𝑞 = 1/(1 + 𝑒𝑥 𝑝(7.79)) = 0.0004
ü日照がshadeでnutritionが0のとき，発芽率は0.0004

モデルの回帰係数の解釈
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𝑞 = 1/(1 + 𝑒𝑥𝑝 −𝑧 )

𝑌~𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙(𝑁, 𝑞)
𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡 𝑞 = 𝑧
𝑧 = −𝟕. 𝟕𝟗 + 3.82𝑑 + 0.69𝑥 + 0.02𝑑𝑥



l傾き：説明変数が１大きくなったときの線形予測子の変化

ü日照条件は固定で，栄養素が1大きくなったとき，線形予測子𝑧の変化量は𝛽5
üsolar = shadeで，nutritionが1増えると，オッズ 𝒒

𝟏#𝒒
がexp(𝛽$) 倍になる

ü𝑒𝑥𝑝 0.69 = 1.99
ü日陰条件では，栄養素が1増えるとオッズは 1.99倍

lオッズ !
"#!
：ある事象が起こる確率と起こらない確率の比

ü事象が起こる確率が高い場合，オッズは∞に近づく
ü事象が起こる確率が低い場合，オッズは0に近づく
ü起こる確率が0.5のときは，オッズは1

モデルの回帰係数の解釈
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𝑌~𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙(𝑁, 𝑞)
𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡 𝑞 = 𝑧
𝑧 = −𝟕. 𝟕𝟗 + 3.82𝑑 + 0.69𝑥 + 0.02𝑑𝑥



lsloar=shadeにおいて（ダミー変数d=0），オッズを線形予測子zで表すと，

l栄養素が0のとき，x=0なので，

l栄養素が1のとき，

となり，オッズは栄養素が0のときのexp(β2)倍になるのがわかる

36

𝑞
1 − 𝑞

= 9
1

1 + 𝑒𝑥𝑝(−𝑧)

𝑒𝑥𝑝(−𝑧)

1 + 𝑒𝑥𝑝(−𝑧)

𝑞
1 − 𝑞

= 𝑒𝑥𝑝 𝛽6

𝑞
1 − 𝑞

= 𝑒𝑥𝑝 𝛽6 + 𝛽5

= 𝑒𝑥𝑝 𝛽6 ∗ 𝑒𝑥𝑝 𝛽5

= 𝑒𝑥𝑝 𝑧

= 𝑒𝑥𝑝 𝛽6 + 𝛽5𝑥



lcar::Anova()関数に，説明変数の最も多いモデルを投入

Anova()で尤度比検定

37

尤度比検定の結果，solarの主効果と (𝜒$ 1 = 349.44, 𝑝 < .001)，nutritionの主効果が有意で
あったが(𝜒$ 1 = 338.09, 𝑝 < .001) ，交互作用は有意でなかった(𝜒$ 1 = 0.03, 𝑝 = .866)。
発芽率は日照がある時のはない時よりも高く，栄養素が増えると高くなった。



l恒常法の実験データからPSE（主観的等価点）を推定したい
üdeg：-15˚～15˚の線分が右に傾いて見えたか，左に傾いて見えたか
üresp：右=1，左=0の二値データ

GLMを利用した閾値の推定

38glm()の係数からPSEを求める⽅法については，九州⼤学⽂学部のHPを参照
https://psycho.hes.kyushu-u.ac.jp/link/r-pse/



lquickpsyパッケージのquickpsy()関数
補足：パッケージでもできる

39

開発者Daniel Linares先⽣のHPに詳しい説明
http://dlinares.org/quickpsy.html

Linares, D., & López-Moliner, J. (2016). quickpsy: An R package to fit psychometric functions for multiple groups. The R Journal, 8, 122‒131.

quickpsy(df，説明変数，応答変数，
grouping = c(グルーピングしたい変数))

ü グループごとの閾値（thre）などを出してくれる
• グループ数によっては結構重いので注意



lquickpsyパッケージのquickpsy()関数
補足：パッケージでもできる

40
Linares, D., & López-Moliner, J. (2016). quickpsy: An R package to fit psychometric functions for multiple groups. The R Journal, 8, 122‒131.

ü quickpsy()関数の出力をplot()関数に
入れるだけで，ggplotの図まで出し
てくれる



一般化線形モデルで各種分析

今回紹介した主なパッケージおよび関数
• 正規線形モデル lm()関数
• 一般化線形モデル glm()関数
• モデルの要約 summary()関数
• F検定・尤度比検定 car::Anova()関数
• 多重比較 multcomp::glht()，emmeans::emmeans()

まとめ

RMarkdownをknitして
htmlを出力しましょう

l線形モデルの枠組みで，様々な分析が統一的に扱える
ü線形予測子，リンク関数，確率分布
ü扱いたいデータが従う確率分布に応じたモデルを構築
üデータフレームはロング型の整然（tidy）データを用意すること

lさらに，ランダム効果を導入した一般化線形混合モデルへの拡張
ülme4パッケージのlmer()やglmer()関数で実装



l統計モデリングおよび尤度比検定の詳しい説明
ü久保拓弥（2012）岩波書店
『データ解析のための統計モデリング入門
－一般化線形モデル・階層ベイズモデル・MCMC－』

l一般化線形混合モデルの説明とRでの実装
ü堀裕亮（2017）ナカニシヤ書店
『ゼロからはじめる統計モデリング』

参考資料
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